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壹、數學結構
    機率是機率論中的一個核心概念，具有廣泛而豐富的應用，譬如在研究大自然方面，「自然的真正理路在於機率的演算」 （The true logic of  Nature is in the Calculus of  Probability.  by  J.C. Maxwell）；在日常事物方面，「機率更是生活的指南」（Probability is the very guide of life.  by  J.Butler ）等，顯見機率對日常生活與週遭自然所起的作用。然而，什麼是機率呢？機率如何影響人們？帶給人們什麼好處或壞處呢？而為什麼需要機率？種種疑問都將促使機率在人們生活中所扮演的角色與地位掘發而出。
    張輝煌在其著《什麼是機率》一書中，開宗明義地指出「偶然支配人生」。其謂：「有人以偶然來解釋各種五花八門的事務。何謂偶然呢？我們都認為，當我們擲骰子而出現一點時，是偶然地出現的。但事實上，當骰子離開我們的手的那一剎那，就以決定了會出現幾點的。因為如果已正確知道骰子離開手的高度、角度、速度等，再細心地計算出落到桌上的空氣阻力，及落到桌上之後的各種力的組合方法，那麼該可以正確地計算出骰子會出現幾點。骰子出現一點是偶然所致，這是有其相當理由的。」然欲正確地計算出骰子落到桌上的空氣阻力，及落到桌上之後的各種力的組合方法並非易事。「在理論上，即使骰子的運動應是可以計算的，應是可以預測會出現幾點的，但以實際情況而言。影響上述狀況的因素太過複雜，是極難做預測的。」所以，其進一步地提出「以機率來對抗偶然」，亦即找出在被稱為偶然的現象中的規則性，思考對付偶然的方法，即為機率論的方法。以下將展開由機率概念所鋪陳的世界。

  一、緣起（轉引自《機率年表》，http://eprob.math.nsysu.edu.tw/ProbHistory/機
      率年表.htm）
      1651年夏天，法國數學兼物理學家巴斯卡（Pascal, 1623-1662）在旅行途中，
  偶然遇到一位叫梅雷（Mere）的貴族，他是一位賭場的高手。為了消磨旅途的
  寂寞，梅雷與巴斯卡聊起在賭場中曾經遇到一個非常有趣的賭金分配問題。 
   梅雷說有一次他與某賭友（以下代稱A先生）擲骰子時，各押32個金幣
為賭注，雙方約定如果誰先贏得3局，就可以把賭金全部拿走，但因為梅雷臨時有事，所以賭局不得不中途中斷。此時梅雷已經贏得2局，而A先生只贏1局，兩個人為了如何公平分配賭金有所爭執。 A先生認為只要他再贏2局或梅雷再贏1局即可把賭金拿走，因此他有權拿走全部賭金的1/3，而梅雷可拿走全部賭金的2/3。但梅雷卻認為，即使下一局A先生贏了，也只是處於平手狀況，因此他有權拿走全部賭金的1/2，而在下下一局雙方皆有一半贏的機會，因此梅雷又可以再拿走剩下賭金的1/2，所以最後A先生可以拿走全部賭金的1/4，而梅雷可拿走全部賭金的3/4，那麼誰說的是對的呢? 

       梅雷提出這個分賭注的問題，引起巴斯卡的興趣，在百思不得其解之後，
於1654年時，巴斯卡寫信去問費馬（Fermat, 1601-1665）這個問題，因此展開雙方有名的書信往來過程，開啟日後機率論的起源。
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  二、何謂機率？（轉引並修補自蔡文煥（無日期）：國小統計教材－機率初步
      概念之設計理念與實際。資料取自
      http://content.edu.tw/primary/math/jm_jh/math/s3high/s305.htm）
      當人們在觀察或預測某一現象時，會產生兩種情形，第一類情形是在某些
  相同條件下，其事件發生（或試驗）的結果是可以預測的，其結果隱含因果關
  係且具有決定性者。然而有些現象，雖然在某些相同的條件下，其事件發生（或
  試驗）的結果並不能事先加以確定，是為非決定者。機率便是一種指標，其用
  來測量這種非決定性事件可能發生的程度有多大。
機率的意義大概可分為四種（Shaughnessy, 1992；Konold, 1991；Hawkins 
& Kapapia, 1984），包括：古典機率（或稱理論機率）、經驗機率（Empirical probability）（或稱次數機率）、主觀或直覺機率（Subjective and Intuitive probability）及形式機率（Formal probability）。
    古典機率是假設在隨機設計的試驗中每一基本事件發生的機會均等（equally likely），數學家稱此為均勻機率分配。經驗機率是指隨機結果的長期行為，數學上，其包含極限和收斂的理論。主觀機率是二十世紀所產生的名稱，其在測量信仰的程度（degree of belief）。它似乎可能依賴貝爾定理（Bayes Theorem）而將主觀機率數學化，意即依賴可獲得的資訊作為機率修正的理論。形式機率是利用數學法則（如公理）來定義機率。形式機率超過中、小學範圍，故在此不加以討論。以上各機率之解釋敘述如下。

（一）古典機率（或稱理論機率）
      在西元1812年拉普拉斯的著作「機率的分析理論(Théorie Analytique des 
  Probabilités)」一書中，便明確地提出古典機率定義。
      其基本假設為對於一個隨機實驗的所有可能出現結果，在沒有理由來預期
  或偏好某一結果時，每一個結果的地位都相同，皆應視為機會均等
 （equi-probable）；而在機會均等的假設下所定義的機率，其計算只是排列、組
  合之點算。    
      古典機率的定義是若一試驗的可能結果為n個具有相等可能性的事件，
  而其中m個是有利於事件A的發生，則事件A發生的機率P（A）為
                m   （ 利於事件A發生的事件數目）
      P（A）＝
                n         （可能事件的數目）
  P（A）總是介於0與1之間的一個數目，即0小於等於P（A）；而P（A）大於等於1，至於必然事件的發生，可表示為1，不可能事件的發生，則可表示為0。
    舉例：投擲一顆公正的骰子，因為骰子有六面，所以有6種互斥事件，而出現奇數的機率如下：
　　　Ｓ＝｛1，2，3，4，5，6｝（Ｓ為樣本空間）
　　　P（A）＝ 
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註：樣本空間：是隨機試驗或隨機觀察行動後『所有』可能結果（outcome）之集合。
（二）經驗或次數機率（Empirical probability）：

經驗機率係指隨機結果的長期行為，著重於重複實驗作觀測的經驗，以頻
率說（Frequency theory）來解釋機率，數學上包括極限和收斂的理論。其定義為一個實驗試驗n次之後，出現A事件的機率可表示成n（A），當n（A）愈大時，其出現的相對頻率便漸趨穩定，而實驗次數趨近於無限時，事件A所發生的極限值即被定義為該事件所發生的機率。此乃為了彌補古典機率不夠一般性的缺點，由於古典機率無法用來描述一個有無限可能性結果的實驗。由於是實驗的結果, 與觀察者是誰無相關, 因此又稱客觀的解釋。
   舉例：投擲一枚錢幣，樣本空間有正反兩面。假設我們投擲10000次，其正反兩面出現的機會將會比較接近1：1，所以我們可以說：我們投擲一枚錢幣，其出現正面和反面的機率皆為1/2（此即為大數法則的概念）。
（三）主觀或直覺機率（Subjective and Intuitive probability）：
每一個人對任何事件都持有信仰度，而主觀機率就是一個人對一個事件信

仰度的表白。欲知一個人對一個事件所持的機率最好是考察他的行為，尤其是
他在打賭行為中願冒的風險。世界上並無客觀的機率，或至少客觀機率是較不重要的一種機率概念，一個事件並無唯一的機率，每一個人在邏輯上都有自由選取自己的機率。合理的信仰度必跟機率的演算規則一致。簡而言之，以觀察者對一件事件的相信程度來定義機率，就是主觀的觀點。
舉例：預測明天下雨的機率為85%；預測明天通過檢測的機率是60%等。

三、機率的認識介紹
（一）機率的名詞介紹：
1、機率：機率的英文為Probability，故常以大寫P表示，指的是一個事件
   會發生的機會，常以比、比值、百分率或分數來表示。
2、獨立事件：發生某事件的機率，不被其他事件影響時，稱該事件為「獨立事件」。
3、抽樣調查：希望通過調查群體中的一部分個體來了解整個全體，就是抽樣調查。
4、樣本：在抽樣調查中，所抽出來的那部份個體稱為樣本，是指全部被
抽出個體的集體，但我們也常常把樣本中的每一個體稱為樣本。
5、代表性抽樣：使只從群體中抽出一組樣本，它在所關注的指標上可以代表該群體，換句話說，是一個小型化的群體。
6、隨機抽樣：在群體中，每一個體都有同等機會被抽出，哪一個體進入
樣本，純由機會決定，不受人的主觀上可能有的偏向所影響，即將樣本的選定委之於機會的抽樣。
7、樣本空間（S）：隨機試驗或隨機觀察行動後『所有』可能結果之集合。
（二）機率的性質
由拉普拉斯（Laplace）所定義的古典機率，我們可以直接得到下列的性質：

1、絕不可能發生的事件
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，其機率可表示成 P（
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）＝ 0。
2.、一定發生的必然事件S，其機率可表示成P（S）＝ 1。
3、若A為S的一事件，表示為A
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S，則0
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P（A）
[image: image9.wmf]£

1。
4、當事件S之中僅有一個能成為試驗的結果時，則稱這些事件是互斥或矛
   盾的，同時這些事件又形成事件S的一個完整體系。 
5、餘事件的機率：若A
[image: image10.wmf]Ì

S為一件事，則P（A′）＝1－P（A）。
6、機率的加法性：若A，B為S中的兩事件，則
 [image: image11.png]P(AUB) = P(A)+ P(B) - P(AN B)



  
    7、機率的包含性：若A，B為S中的兩事件，且A
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B，則P(A) 
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（三）常用的（古典）機率演算規則（Calculus  of  probability）
   1、加法：在一個試驗中，若A、B兩事件互斥，則至少有一個事件A或B
      發生的機率為P（A∪B）＝P（A）＋P（B）。
   2、乘法：在一個試驗中，若A、B兩事件互相獨立，則事件A與B同時發
      生的機率為P（A∩B）＝P（A）．P（B）。
   3、除法：在一個試驗中，若P（B）＞0，則在B已發生的假設下，重估A 
      發生的機率為               P（A∩B）
                  P（A   B）＝
                                  P（B）

這叫做A對B的條件機率（Conditional probability）。
4、0或1之機率：絕不發生的不可能事件的機率為0，一定發生的必然事件的機率為1。
   
（四）機率的表示方法
  1、分數     例如：
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2、小數     例如：0. 2。

    3、百分率      例如：20％。

    4、比      例如：1：5。

5、成數      例如：二成。

貳、認知結構－關於兒童的機率認知發展
  一、Piaget & Inhelder理論
      Piaget & Inhelder（ 1951， 1975）依據其發展理論來探討兒童之機率
  概念的發展，宣稱兒童之機率概念發展可分成三階段：
  （一）第一階段：兒童無法區分事件之必然性和可能性
        此階段係指七歲以下的兒童，由於無法逆向思考，不能顧及事物具
    有的全部屬性，缺乏守恆的概念，而無法區分事件之必然性和可能性， 
    更沒證據顯示其具有不確定的概念。依據皮亞傑的看法，第一階段的小
    孩在一個隨機的混合事件中將嘗試去尋找次序性。例如假設事件A和  
    B，如事件A出現的次數較多，下一次兒童將預測B，其理由是「B常
    被跳過」。Piaget和Inhelder亦注意到某些兒童常以所觀察的多量作為預
    測判斷而完全忽略了群體的比值。例如一個箱子有三個黑球和一個白
    球；另一個箱子有六個黑球和二個白球，當問他們從每個箱子拿出一個
    球是否拿到一個黑球的機會一樣，兒童經常會說從有六個黑球的箱子拿
    到黑球的機會較大，因為它有六個黑球。此階段兒童亦不具有操作可逆
    性的特徵。例如你從袋中抽一個白球，放回去再抽第二球時，兒童會覺
    得不一樣，其理由是因為白球已被抽過了，第二次應會抽到其它的球， 
    因此兒童沒有隨機的概念；同樣地，此階段的兒童不具有集合包含的關
    係，因此亦無法將一事件看做所有可能發生事件的一部份。
  （二）第二階段：已能認清事件之必然性和可能性，但仍無法以有系統的
        方式去產生一個有系列性的機率概念
        第二階段是七歲到十四歲的兒童，其已能認清事件之必然性和可能
    性，但尚沒有有系統的方式去產生一系列的機率，由於其思考模式仍無
    法達到完全抽象的程度。在這個階段，一個兒童被假設性地認為沒有擁
    有組合技巧或去產生一個機率實驗的一個抽象模式之數學成熟度。
  （三）第三階段：開始發展組合分析才能，並瞭解相對次數的極限機率
        此階段為十四歲以上的兒童，其開始發展組合分析的才能，並且瞭
    解相對次數之極限（大數法則）機率。依Piaget的觀點，比值的概念在
    機率概念的發展中，似乎是極為重要的。Green (1987, 1988)為了深入探
    討皮亞傑所提出的兒童機率發展階段，曾於英國探究3000名十一歲到
    十六歲的學生。發現大部份十六歲的學生尚未發展到形式操作期階段， 
    更發現學生對樹枝圖和乘法原則均不甚瞭解，在一個箱子有三個黑球和
    一個白球，而另一個箱子有六個黑球和二個白球，若從每個箱子拿出一
    個球，拿到一個黑球的機會是否一樣的問題中，幾乎50%的學生會選六
    個黑球和二個白球的箱子，其認為選到的黑球機會比三個黑球之機會
    大，Green斷定大部份的學生幾乎沒有隨機概念。因此，Green給了三點
    建議：1、比值概念在機率概念理解上相當重要；2、當學生在瞭解且使
    用機率的一般語言，諸如「至少」，「確定」，「可能」，或「不可能」時， 
    顯示其觀念模糊且很薄弱；3、只有在學校中藉由廣泛且有系統的教學
    課程，才可能減少一些錯誤的想法。 
  二、Jones、Langrall、Thornton、Mogill & Tarr的「機率思考層次架構」
      為了能有系統地描述和預測學童對於機率問題的思考，Jones, Langrall,  
  Thornton, Mogill & Tarr在1997年與1999年間，訂出了學童在「樣本空
  間」、「古典機率」、「機率比較」、「條件機率」、「實驗機率」和「獨立事件」
  六方面的機率思考四層次：
  層次一：主觀的(subjective thinking)思考層次。
  層次二：過渡的(transitional)層次。學童思考是界於主觀的和質樸的(naïve 
  quantitative thinking)量化思考之間。
  層次三：非正式量化(informal quantitative thinking)的層次。
  層次四：學生能以分數表示機率值，並完全使用「最位移策略」（maximal 
  shift strategy）去描述結果。
      舉例而言，rgh三個數字的排列是先固定前面第一個位置r，再將後
  面兩項位置（g,h）互換,再來把r調到最後位置，將h換到第一個位置兩
  項位置（r,g）互換，如此類推得（rgh、rhg、hgr、hrg、grh、ghr）。
  三、Fischbein的兒童機率直觀概念理論（轉引自陳欣民、劉祥通，無日期）：
      對Fischbein（1984）而言，一種直觀是一種認知的信仰。直觀對信仰
  者而言是立即的，整體的，且很明顯的。其在1987年將「直觀」(intuition) 
  定義為一種每個人自然而發的、幾乎是本能的信念。它是一種認知的形
  態，對於擁有直觀想法的人來說，它是腦中立即出現的意念，他認為這個
  想法是「不證自明的」(self-evident)，例如當一個人認為「太陽一定是從東
  邊升起」，他會覺得這個想法是必然的，不需要證明的。
      Fischbein曾將直觀分為原始直觀和二階直觀。原始直觀是指教學尚未
  介入之前所具有的觀念信仰；二階直觀是經過被建構我們所接受且能應用
  的認知信仰，其是在一種特殊文化團體內經驗或教學的結果，對Fischbein 
  而言，這種直觀是可調適的，因此可受到有系統的教學所影響。此外，  
  Fischbein 亦在1991年發現學童在兩種情況下容易使用直觀想法來判斷機
  率的大小：第一種是「『必然』(certain)、『可能』(possible)、和『不可能』
  （impossible）的事件」，第二種是「複合事件（compound events）」。
      而Fischbein所提出的理論不同於Piaget的理論之處在於教學可促使兒
  童由具體操作期提昇至形式操作期。總而言之，依據皮亞傑之說法，似乎
  小學很難發展機率之大數法則概念，但Fischbein卻認為可教。
（以上所述，轉引自蔡文煥（無日期）：國小統計教材－機率初步概念之設計理念與實際及陳欣民、劉祥通（無日期）：一位國小學童機率概念之個案研究二文，並做微幅的修正和添補。）

參、綱要結構
    機率教材在國小階段的發展，歷經了四個時期的轉變，分別在民國64年、82年及89年間調整其課程標準，而至民國92年1月15日頒布九年一貫課程綱要後，機率教材才正式退出國小階段的課程，下延至九年級。如表一所呈：

表一國小階段機率教材發展表

	   各時期
     版本
 項 目
	民國64年
課程標準
	民國82年
課程標準
	民國89年
九年一貫課程
	民國92年九年一貫課程綱要

	 教材主題
	統計與圖表
	統計圖表
	統計與機率
	統計與機率

	 適用學年／級別
	第六學年度
	  第六學年度
	第三學習階段
（國小六年級～國中一年級）
	 （下延至九年
級）

	 教材綱要
／能力指標                                 
	機率的初步概念。
	從遊戲中了解機率的初步概念：
（1）部份與全 
     體
（2）大數法則
	D-3-3能運用生活經驗來瞭解機會。
	  無


在民國89年九年一貫課程所列出關於機率的能力指標：「D-3-3能運用生活經驗來瞭解機會」，其中D代表統計與機率此教材主題，而第一個3代表第三學習階段，第二個3則代表流水號，實與民國92年頒布的九年一貫課程綱要中能力指標的表現方式相同，僅不過機率教材的施用，於後者延至第四學習階段中的九年級。以下茲列一表，略示現行九年一貫課程綱要中機率教材的內容。

表二九年一貫課程綱要統計與機率之九年級機率教材內容表

	   分年細目之
對照指標
	說        明
	相應之階段
能力指標

	9-d-09 能以具體情境介紹機率的概念。
	●可使用實物，如骰子、抽球、撲克牌等，來做實驗，或以樹狀圖分析所有可能發生的情形，來理解某些情形發生的機會，以認識機率的概念。
●例： 請10位同學輪流丟一顆骰子，每人丟6次，並記錄每次出現的號碼。實驗完成後統計每個號碼出現的次數，看看每個號碼出現的相對次數是否接近1/6，且所有相對次數的總和為1。如果不夠接近，多找幾位同學加入，再觀察實驗結果。
●例： 教師請一位同學同時丟二顆骰子，問這位同學所丟骰子的號碼相同的機會是多少？
●例： 教師將裝有10顆球的袋子(其中有2顆紅球8顆黃球)，展示於學生面前，學生已經知道共有10顆球且分成2種顏色，但不知道各有幾顆，讓每位同學抽1顆球，並統計全班抽到紅球、黃球的次數各有幾次，做成分類表或長條圖，觀察結果，看看之間的比例，用此比例來猜猜袋中紅球與黃球的比例，再以此比例猜猜袋中的10顆球中有幾顆紅球、幾顆黃球？
	D-4-04 能在具體情境中認識機率的概念。

	9-d-10能進行簡單的實驗以了解抽樣的不確定性、隨機性質等初步概念
	●初步資料的收集(丟骰子、抽球等實驗)可以利用課餘進行。在生活中進行簡單的實驗，以了解機率的初步概念。
●例： 本活動的目的在於，讓學生在抽樣實驗中，經驗樣本被抽到的機會一樣多的可能。實驗活動為：10個已編號的乒乓球，每人抽3個，抽完後統計每個乒乓球被抽到的次數，將結果繪製成長條圖，看看每個乒乓球被抽到的機會是不是一樣多？
●例： 理想中每一個樣本出現的機會一樣多，本活動的目的在於，讓學生在抽樣實驗中，經驗樣本出現的機會一樣多的可能。實驗活動為：每個人丟骰子5次，統計各種點數出現的次數，將結果繪製成長條圖，讓學生觀察長條圖，看看各點出現的次數是不是一樣多？
	


肆、迷思概念

1、 賭徒錯覺問題─相同的獨立試驗，在連續失敗越多次後，賭徒會以為下一次成功的機率就越大。

2、 量大機率就大的概念：
例題：有甲乙兩抽獎箱，甲袋內有1張白色籤和1張黑色籤；乙袋有50張白色籤和50張黑色籤，請問要抽哪一袋抽中白色籤機會比較大？

迷思概念：有些孩子以為籤多重抽機會較多，卻忽略了總共簽數與白籤的比例關係。

策略：比值概念在機率概念理解上是相當重要。
3、 不可能、可能、必然事件的概念：

丟一公平骰子，丟出後點數大於7的機率有多少？ 那點數小於7之機率又是多少？

伍、教學策略：

1、 透過實際的「實驗」，讓學生動手來操作；過程中教師以質問代替講述，以釐清學生概念。

例如：教師可以先讓孩子了解丟一枚銅板出現正面和反面的機率都是 1/2(古典機率)。然後再拿出一個十元硬幣，當老師第一次丟出正面（反面）時，詢問學生下一次是不是會出現反面（正面）？當小孩子回答以後，詢問他為什麼？這樣的做法主要是要讓孩子了解機率的意義，機率 1/2的意思不代表這次出現正面（反面）下次一定會出現反面（正面）。

假如教師丟出來的結果剛好是出現反面（正面）。教師可以說：「我們玩幾次看看」。之後，再問孩子：「既然機率 1/2的意思不代表這次出現正面（反面）下次一定會出現反面（正面），那它的意思應是怎樣？」我們可以要求孩子丟100次，1000次然後把出現正面和反面的次數記錄下來，讓孩子發現丟很多次以後，雖然它們出現的次數不相同，但是出現正面的次數和總次數的比例很近 1/2，而且是丟愈多次，機會愈大。
2、 透過引導學生繪出樹狀圖，列出可能發生的情況：

例題：小丸子長大後要生兩個孩子，請問兩個孩子都為女孩的機率為？

樹狀圖－ 
第一胎   第二胎     表示法
               男生  （男生，男生）
      男生
               女生  （男生，女生）

               男生  （女生，男生）
      女生
               女生  （女生，女生）
3、 同學透過合作學習，協助檢驗自己機率的基本信念。

例如：教師安排一教學活動，在開始時請小朋友先說出自己預設的結果，並和同學貨是小組同學間作比較，並請他們注意自己在過程中內在信念的變化，並觀察實際結果跟當初預測時有無一致。透過合作學習，學童可發現自己的迷思概念並加以澄清與理解。

4、 藉由機率遊戲學習。

例如：透過猜拳、擲骰子和抽球的常見遊戲，讓學生預測遊戲輸贏的可能情況，讓學生了解這些活動便引含了機率的概念。

陸、評量範例

一、小丸子說長大結婚後總共要生兩個孩子，請問兩胎都是男孩子的機率為？

· 1. 二分之ㄧ

· 2. 四分之ㄧ

  二、小花的爸爸都會買每期的樂透採，但到目前從來沒有中獎過，今天他說我
在已經沒中獎那麼多次了，所以我之後買中獎機率會提高。

    小朋友你判斷小花爸爸說的話

· 1. 對

· 2. 不對

理由為___________________________
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